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1. WSTEP

Proces konstrukcji klasyfikatora obejmuje trzy zasadnicze etapy: wybor cech opisu-
jacych klasyfikowane obiekty (zmiennych predykcyjnych), wybor metody/modelu oraz
finalng oceng jego jakosci. Jakosc¢ klasyfikatora utozsamiana jest z jego umiejetnoscia
przewidywania (prognozowania) przynaleznosci do rozwazanych populacji obiektow,
dla ktérych przynalezno$¢ ta nie jest znana. Miarg tak zdefiniowanej jakosci moze by¢
btad predykcji klasyfikatora. Badania poswigcone klasyfikacji obiektow koncentruja
swoja uwage na wykorzystywaniu coraz bardziej zaawansowanych metod klasyfikacji,
przyjmujac powszechnie stosowane metody szacowania btedu predykcji. Jednoczes$nie
podkresla sie, iz niezaleznie od stopnia zaawansowania metody klasyfikacji, jakos¢
decyzji podjetych na podstawie skonstruowanego za jej pomoca modelu uzalezniona
jest od tego, jak wiarygodnie zostanie oszacowana jego zdolnos¢ predykcyjna (Isaksson
i inni, 2008).

W literaturze wskazuje sig, iz ocena zdolno$ci predykcyjnej klasyfikatora powinna
by¢ dokonana na podstawie duzej, niezaleznej proby obiektow, ktore nie zostaty
uwzglednione przy konstrukcji modelu. Czesto jednak, szczegolnie w przypadku badan
dotyczacych polskiego rynku kapitatowego, trudno takg probe uzyskac. Rozwigzaniem
tej sytuacji jest wowczas wykorzystanie jednej z wielu, zaproponowanych w literatu-
rze, metod szacowania bledu predykcji klasyfikatora. W zagranicznych publikacjach
mozna spotka¢ opracowania, ktorych celem jest ich empiryczna analiza poréwnaw-
cza. | tak na przyktad Wehberg, Schumacher (2004) wykorzystali w tym celu metodg
resubstytucji, metode walidacji krzyzowej oraz metody wielokrotnego reprobkowania.
Molinaro i inni (2005) rozszerzyli wspomniang liste porownywanych metod o prosta
metode podziatu, Braga-Neto, Dougherty (2004) oraz Kim (2009) uwzglednili z kolei
w swoich badaniach powtarzang walidacje krzyzowa oraz powtarzana prosta metode
podziatu. Analizy te zostaly przeprowadzone na podstawie zmiennych opisujacych
wyniki eksperymentow genetycznych oraz danych uzyskanych w wyniku symulacji.
W polskiej literaturze brakuje podobnego opracowania o charakterze empirycznym,
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poswieconego metodom szacowania btedu predykcji. Przeglad metod szacowania
btedu predykcji klasyfikatora mozna znalez¢ np. w pracach Gatnara (2001, 2008).

Celem artykutu jest dokonanie przegladu oraz empirycznej analizy poréwnaw-
czej wybranych metod szacowania btedu predykcji klasyfikatora, skonstruowanego
z wykorzystaniem liniowej analizy dyskryminacyjnej. W analizie porownawczej esty-
matoréw wykorzystano trzy miary tj. odchylenie standardowe, obcigzenie oraz biad
sredniokwadratowy. Zbadano, czy wyniki analizy uzaleznione sg od wielko$ci proby
oraz metody wyboru zmiennych do modelu. W tym celu badanie przeprowadzono
dla prob o roznej liczebnosci oraz wykorzystano trzy statystyczne metody wyboru
zmiennych do modelu.

Wryniki przeprowadzonej analizy pozwola wskaza¢ metod¢ szacowania btedu pre-
dykcji klasyfikatora, ktora posiada najbardziej pozadane wilasnos$ci, na przykladzie
problemu prognozowania upadtosci spotek akcyjnych w Polsce.

2. BLAD PREDYKCIJI KLASYFIKATORA I WYBRANE METODY JEGO SZACOWANIA

Na podstawie notacji zaproponowanej m.in. przez Efrona, Tibishiraniego (1997)
zagadnienie konstrukcji klasyfikatora oraz szacowania btgdu predykcji mozna przed-
stawi¢ w sposob formalny. Pierwszym krokiem badania jest zgromadzenie danych dla
obiektow tworzacych probe uczaca x. Proba ta sktada sie z n obiektow, z ktorych kazdy
opisany jest wektorem x; = (#;, y;), gdzie t; to wektor zmiennych (cech) opisujacych
i-ty obiekt, natomiast y; jest zmienng okreslajaca przynalezno$¢ tego obiektu do popu-
lacji. Wykorzystujac tak zdefiniowany zbior uczacy x konstruowany jest klasyfikator
(model) r,, ktory w oparciu o wartosci zawarte w wektorze cech ¢; dla i-tego obiektu,
pozwala okresli¢ przynalezno$¢ tego obiektu do badanych populacji, oznaczanej przez
re (). W przypadku, gdy problem dotyczy klasyfikacji dychotomicznej (zmienne y;
oraz r (t;) przyjmujg warto$¢ 0 lub 1) mozna w nastgpujacy sposéb zdefiniowaé miarg
rozbieznosci miedzy rzeczywistg a prognozowang przynaleznoscig i-tego obiektu:

0jezelir,(t;) =y,

Qlyun(t) ] = {1jeZeli e (t) # yi.

(M

Skonstruowany klasyfikator wykorzystywany jest do prognozowania przynalezno-
$ci obiektow, tworzacych probe testowa. Oznaczajac taki obiekt za pomoca xy = (¢, 1)
przedstawiong wlasnie miare rozbieznosci (wzor 1) mozna dla niego zapisa¢ w skrocie
Qyo, 7« (fp)]- Porownuje ona rzeczywista przynalezno$¢ badanego obiektu y,, z przy-
naleznoscig ustalong za pomocg klasyfikatora 7, skonstruowanego w oparciu o zbidr
uczacy x, przy wykorzystaniu wektora cech 7, opisujacego klasyfikowany obiekt.

Przyjmujac, iz obserwacje x; = (¢, ¥;) z proby uczacej sa probg losowa z pewnego
rozktadu F oraz ze obiekt z proby testowej xo = (¢, Vo) takze charakteryzuje si¢ tym
rozktadem, mozna zdefiniowac tzw. prawdziwy btad predykcji (ang. true error rate)
klasyfikatora za pomocg nastgpujacej warto$ci oczekiwane;j:
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Err = EorQlyo, 1 (to)]- (2)

Klasyfikator zostat skonstruowany w oparciu o dana probe uczaca x, stad tez blad Err
jest takze okreslany mianem warunkowego btedu predykcji (ang. conditional error
rate). Oszacowanie prawdziwego bledu predykcji wymaga posiadania duzej, nieza-
leznej proby testowej. W przypadku, gdy badacz nie dysponuje nig, jego zadaniem
jest oszacowanie prawdziwego btedu predykcji w oparciu o posiadang probe uczaca x
(Efron, Tibshirani, 1997).

Najprostszym sposobem oszacowania prawdziwego btedu predykcji jest wykorzy-
stanie wszystkich dostepnych obserwacji, zarowno w celu zbudowania, jak i oceny
konstruowanego klasyfikatora. Oszacowaniem warunkowego bledu predykcji jest
wowczas tzw. estymator resubstytucji (ang. resubstitution estimator):

1 n
e = Qi n(t)] &)

i=1

Zgodnie z tym zapisem, klasyfikator zostaje skonstruowany w oparciu o caty zbior
uczacy x. Nastepnie dla kazdego obiektu i zostaje poréwnana jego rzeczywista przyna-
leznos¢ y; z ta, prognozowang za pomoca klasyfikatora — . (¢;). Na tej podstawie zostaje
obliczona $rednia przedstawiona we wzorze (3). Uzyskany za pomocg przedstawione;j
metody estymator btedu predykcji jest nadmiernie ,,optymistyczny”, to znaczy nie
doszacowuje wartosci ryzyka warunkowego (McLachlan, 1992, s. 339-340).

Druga, bardzo czesto stosowang w badaniach metoda szacowania warunkowego
btedu predykcji klasyfikatora, jest tzw. prosta metoda podziatu (ang. split sample/
holdout metod). Polega ona na jednokrotnym podziale dostepnych danych, zgodnie
z wcezesniej ustalong proporcja p, na probe uczaca i testowq. Klasyfikator jest konstru-
owany w oparciu o pierwsza z nich. Nastepnie jest on wykorzystywany do prognozo-
wania przynalezno$ci obiektow z proby testowej. Blad predykcji wyrazany jest jako
udziat btednie zaklasyfikowanych obiektéw z proby testowej xy = (fo, o) W 0golnej
liczebnosci tej proby. Zaleta tej metody jest jej prostota i fakt, ze nie pociaga za sobg
obszernych obliczen, poniewaz klasyfikator jest konstruowany tylko raz. Jej wada
natomiast jest fakt, iz kazdy obiekt przyporzadkowany zostaje tylko do jednej z ana-
lizowanych préb. Ma to istotny wptyw na uzyskane wyniki, szczegolnie w przypadku
wystepowania w zgromadzonych danych obserwacji odstajacych. Z prostej metody
podziatlu nalezy korzysta¢ tylko wtedy, gdy dysponuje si¢ dostatecznie szerokim zbio-
rem danych, ktére pozwola na wyodrebnienie odpowiednio licznych, niezaleznych
zbioréw: uczacego i testowego (Ripley, 1996, s. 67).

W wielu dziedzinach nauki badania empiryczne muszg by¢ przeprowadzane na
podstawie zbiorow danych o ograniczonej, niewielkiej liczbie obserwacji. W tej sytu-
acji przedstawiona prosta metoda podziatu, ze wzgledu na wspomniane wady, nie
gwarantuje wiarygodnych wynikéw. Z tego tez powodu opracowano szereg metod
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szacowania btedu predykcji, z ktorych kazda bazuje na odpowiednim, wielokrotnym
podziale dostgpnego zbioru danych na probe uczaca oraz testowa.

Pierwsza z takich metod jest walidacja krzyzowa (Lachenbruch, Mickey, 1968;
Geisser, 1975). W metodzie tej klasyfikator konstruowany jest n-krotnie. Za kazdym
razem z dostepnej proby usuwany jest jeden obiekt, ktory wykorzystywany jest jako
jednoelementowy zbior testowy, reszta obiektow stuzy natomiast do uczenia modelu.
Tym samym formute wykorzystywang przy szacowaniu warunkowego btedu predykcji
mozna zapisa¢ nastgpujaco:

Eren = 25" 0 [y @) o)
i=1

gdzie x(;) oznacza probg uczgca po usunigciu z niej i-tego obiektu. Opisana metoda
szacowania btedu predykcji okreslana jest mianem walidacji krzyzowej typu ,,pozostaw
jedna poza” (ang. leave-one-out cross-validation).

Innym wariantem tej metody jest k-krotna walidacja krzyzowa. W tym przypadku
dostepna proba zostaje podzielona na k czesci. Nastepnie k-krotnie klasyfikator jest
konstruowany na podstawie k& — 1 czgsci, oraz testowany na tej, nieuwzglednionej
w uczeniu. Oszacowaniem biedu predykcji jest srednia z uzyskanych w ten sposéb
k wynikow posrednich. Zaleta walidacji krzyzowej jest fakt, iz kazda z obserwacji
zostaje uwzgledniona zarowno przy szacowaniu modelu, jak i przy jego testowaniu.
Wada metody jest wickszy (w porownaniu z metodami wcze$niej opisanymi) koszt
obliczeniowy.

Losowy podzial proby na k czg¢sci w przypadku walidacji krzyzowej powoduje,
iz otrzymany za pomocg tej metody estymator charakteryzuje wysoka zmienno$¢
— okreslana w literaturze mianem wariancji wewnetrznej (ang. internal variance)
(Braga-Neto, Dougherty, 2004). Jednym ze sposobow jej redukcji jest wielokrotne
powtorzenie calego procesu (tj. dzielenia dostgpnej proby, konstruowania klasyfika-
tora oraz szacowania bledu predykcji). Metoda ta okreslana jest mianem powtarzanej
k-krotnej walidacji krzyzowej (ang. repeated cross-validation)

Kolejna metoda szacowania btedu predykcji jest powtarzana prosta metoda
podziatu (ang. repeated hold-out) (Kim, 2009). Polega ona na losowym, k-krotnym
podziale badanej proby (sktadajacej si¢ z n obiektow) na dwa podzbiory: uczacy
i testowy zgodnie z ustalong proporcja p. Dla kazdego powtdrzenia n - p obserwa-
cji jest przyporzadkowywanych do zbioru testowego, pozostate n - (1 — p) obiek-
tow traktowane jest jako zbior testowy. Blad predykcji szacowany jest jako Srednia
z wszystkich k iteracji — losowan. Przewagg tej metody nad przedstawiong wczesniej
walidacja krzyzowg jest fakt, iz w tym przypadku mozliwe jest uzyskanie wigkszej
liczby, roznych w stosunku do siebie, podziatéw pierwotnego zbioru obserwacji.

Ostatnig grupa metod szacowania btedu predykcji, ktore zostaly uwzglednione
w badaniu sg metody wielokrotnego reprobkowania (ang. bootsrapping). Ta grupa

metod bazuje na generowaniu B prob typu bootstrap x*!, x2, x3, ..., x"® w taki
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sposob, ze kazda z nich powstaje poprzez n-krotne losowanie proste ze zwracaniem
obiektéw z dostepnej proby n obiektow {x;, x, ..., x,}. Proby te wykorzystywane sa
nastgpnie jako proby uczace. Obiekty niewylosowane w kolejnych probach stanowia
probe testowa. Miare rozbiezno$ci miedzy rzeczywista a prognozowana przynalezno-
$cig i-tego obiektu, dla uczacej proby b, mozna wyrazi¢ w nastgpujacy sposob:

QP = Q[yi (8], (5)

Niech NP odpowiada liczbie przypadkéw, w ktorych obiekt x; zostat wylosowany

w b-tej probie bootstrap. Dla kazdego obiektu i oraz kazdej proby bootstrap b okre-

slona zostanie nast¢pujgca zmienna dychotomiczna:

T ©
0 jezeli N7 > 0.

Biorgc pod uwage powyzsze oznaczenia, estymator btedu predykeji typu ,,pozo-
staw jedng poza” (ang. leave-one-out bootstrapp) mozna przedstawi¢ nastepujaco
(Efron, 1983):

ﬁr(l) — ZiZb Ilb le
ZiZblib

Badania pokazaty, iz otrzymany w ten sposob estymator warunkowego btedu pre-
dykcji przeszacowuje jego wartos¢. Dzieje si¢ tak, poniewaz kazda z wylosowanych
podprob uczacych zawiera w przyblizeniu tylko 0,632n unikatowych (niepowtarzajg-
cych sie) obserwacji. Z tego tez powodu Efron (1983) zaproponowat jego modyfikacje.
W celu uniknigcia problemu przeszacowania, estymator opisany wzorem (7) zostat
skorygowany o przedstawiony wczesniej, niedoszacowany estymator resubstytucji
(wzor 3) w nastepujacy sposob:

(7

Err(©632) = 0,368err + 0,632Err™). 8)

Jednak badania empiryczne przeprowadzone przez Efrona, Tibshiraniego (1997) wska-
zaly na znaczaca wade tego estymatora. Okazalo sig, ze posiada on tendencje do
nadmiernego, ujemnego obciazenia, zwlaszcza w przypadku klasyfikatorow majacych
tendencj¢ do nadmiernego przeuczenia — dopasowania do obiektéw, na podstawie
ktorych jest on konstruowany. W takich sytuacjach estymator resubstytucji przyj-
muje wartosci bliskie zeru, a tym samym warto$¢ btgedu predykcji (wzor 8) jest zbyt
optymistyczna. Efron oraz Tibshirani zaproponowali, by zwigkszy¢ wage przypisang
estymatorowi Err( wtedy, kiedy skala nadmiernego dopasowania (przeuczenia) mie-
rzona za pomocg réznicy miedzy wartoéciami Err() a err wzrasta. Przedstawiono
estymator nast¢pujacej postaci (Efron, Tibshirani, 1997):
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Err©6325) = (1 — W) -err + w - Err®, )

gdzie:
err — estymator opisany wzorem (3)

R 0,632
W= (10)
1-0,368R

. __E?ﬁil)—-é7?

=

(11)

y —err

Q YL'rx(tj)]/nz- (12)

M:

n
=2,
i=1 j=1

Wystepujaca w liczniku wzoru (11) miara przeuczenia Err() — err skalowana
jest z wykorzystaniem poziomu tzw. btedu braku informacji ¥ (ang. no-information
error rate), ktory pojawitby si¢ wtedy, gdyby ¢; oraz y; byty niezalezne (wzor 12).
W przypadku dychotomicznego problemu klasyfikacji btad ten mozna przedstawic¢ za
pomoca zalezno$ci:

7=0.1-q,) +§.(1—py), (13)

gdzie:
p1 — 0znacza zaobserwowang czestos¢ y; przyjmujacych wartosc 1,
g1 — oznacza zaobserwowang czgstosS¢ 7, (1) przyjmujqcygh warto$¢ 1.

Uzyskany w ten sposob wzgledny poziom przeuczenia R, przyjmuje wartosci z prze-
dziatu od 0 (dla braku przeuczenia, gdy Err™ = err), do wartosci 1 (kiedy poziom
przeuczenia odpowiada wartosciowo poziomowi ¥ — err). Waga W we wzorze (9)
moze przyjmowaé wowczas wartosci z przedziatu 0,632 do 1, a tym samym wartos$¢
estymatora E7r(%632%) jest nie mniejsza od ETr(®%32) oraz nie wicksza od Err(,

Efron, Tibshirani (1997) podkreslaja w swojej pracy, iz mogg si¢ zdarzy¢ sytu-
acje, gdy ¥ < e7F lub err < y < Err™W. Zaproponowali, by wowczas zmodyfikowaé
wcezesniej przedstawione zaleznosci (wzory 7 1 11) w nastepujacy sposob:

Err®’ = min(Err®W, ), (14)
Err® —err coli Er @D > 577 [ 7 > 57
R = W]ezel rri >erriy > err, (15)

0 w pozostatlych przypadkach.
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W badaniach empirycznych wykorzystano oba opisane estymatory prawdziwego
btedu predykcji (wzory 8 i 9). Nalezy jednak zaznaczy¢, iz istnieje szereg innych,
opisanych w literaturze metod reprobkowania stuzacych do szacowania prawdziwego
btedu predykcji (np. Jiang, Simon, 2007). Estymatory Err(%32) oraz Err(0632+) zostaly
wybrane przez autora ze wzgledu na fakt, iz sg one najbardziej popularne w literaturze.

3. WYKORZYSTANA PROBA BADAWCZA

Analiza porownawcza metod szacowania bledu predykcji klasyfikatora wyma-
gata zgromadzenia odpowiedniej proby badawczej, reprezentujgcej dwie roztgczne
grupy obiektow. W tym celu wykorzystano dane finansowe przedsiebiorstw o zlej
oraz dobrej kondycji finansowej. Kryterium decydujacym o zaklasyfikowaniu przed-
sigbiorstw do pierwszej grupy byl fakt ogltoszenia przez odpowiedni sad ich upadtosci.
W celu wyselekcjonowania proby wykorzystano informacje zawarte w Internetowym
Monitorze Sadowym i Gospodarczym. Postanowiono ograniczy¢ selekcje przedsie-
biorstw do spotek akcyjnych, reprezentujacych trzy rézne branze gospodarki. W ten
sposob, biorac takze pod uwage dostepnos¢ danych finansowych, wyselekcjonowano:
— 30 spotek akcyjnych z branzy budownictwo (PKD 41.10-43.99z),

— 30 spotek akcyjnych z branzy przetworstwo przemystowe (PKD 10.11-33.20z),
— 30 spotek akcyjnych z branzy handel hurtowy i detaliczny (PKD 46.11-47.99z).

Do kazdej z nich zostata dobrana spétka akcyjna o dobrej kondycji finansowe;.
Za kryteria dopasowania poszczegdlnych par przyjeto: sektor, dzialalno$¢ gléwna oraz
wielkos¢ aktywow. Dane finansowe spotek upadlych pochodzity z ich sprawozdan
finansowych z roku, poprzedzajacego ten w ktéorym ztozono pierwszy wniosek o ogto-
szenie upadlosci. Dotyczyly one lat 2000-2013. Sprawozdania finansowe dla spotek
zdrowych pochodzily z tych samym okresow. Zrodtem danych byly bazy firm Notoria
Serwis i Bisnode Dun & Bradstreet oraz Monitor Polski B.

Tabela 1.

Lista wskaznikow finansowych wykorzystanych w badaniu

Symbol Formuta wskaznika

Wskazniki rentownos$ci

ROA zysk netto / $rednia warto$¢ aktywow

ROE zysk netto / Srednia warto$¢ kapitalow wiasnych

ZB zysk brutto / $rednia warto$¢ aktywow

A zysk ze sprzedazy / §rednia warto$¢ aktywow

MZ zysk brutto / przychody ze sprzedazy

MZ2 zysk netto / przychody ze sprzedazy

MZO | zysk operacyjny / przychody ze sprzedazy
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Tabela 1. (cd.)

Symbol Formuta wskaznika

Wskazniki ptynnosci

KP kapitat pracujacy / suma bilansowa

WBP | majatek obrotowy / zobowiazania krotkoterminowe

WSP (majatek obrotowy-zapasy)/zobowigzania krotkoterminowe

WPP | (majatek obrotowy-zapasy-naleznosci)/zobowigzania krotkoterminowe

Wskazniki struktury kapitatowo-majatkowe;j

Z0 zobowigzania ogdtem / aktywa ogdtem

ZD zobowigzania dtugoterminowe / aktywa ogotem

Kw kapital wiasny / aktywa ogotem

KWZ | kapital wlasny / zobowigzania ogotem

Wskazniki sprawnosci dziatania

RN srednia warto$¢ naleznosci / przychody ze sprzedazy netto*365

RZ srednia warto$¢ zapasow / przychody ze sprzedazy netto*365

RZob srednia warto$¢ zobowigzan / przychody ze sprzedazy*365

Rakt srednia warto$¢ aktywow/przychody ze sprzedazy*365

Zrodto: opracowanie wilasne.

W badaniach empirycznych wykorzystano 19 wskaznikow finansowych charak-
teryzujacych rentownos¢, ptynnosé, strukture kapitatowo-majatkowg oraz sprawnosé
dziatania przedsigbiorstw (tabela 1).

Ich wyboru dokonano na podstawie przegladu literatury — sg to wskazniki pojawia-
jace sie najczesciej w modelach prognozowania upadtosci. W wyborze kierowano si¢
takze dostgpnoscig danych w sprawozdaniach finansowych spotek. Wartosci wskaz-
nikow finansowych zostaty obliczone dla roku poprzedzajacego ten, w ktoérym zto-
zono pierwszy wniosek o ogloszenie upadtosci przedsiebiorstwa — dla spotek, wobec
ktorych ogloszono upadto$¢ oraz dla tego samego roku dla odpowiadajacych im
spotek zdrowych.

Wsrdd zatozen przyjmowanych przy konstruowaniu funkcji dyskryminacyjnej sa
te dotyczace rozktadu normalnego oraz rowno$ci wariancji zmiennych opisujacych
obiekty w badanych grupach. W literaturze podkresla si¢ jednak, iz niespetnienie tych
wymagan nie pogarsza istotnie wynikow uzyskanych za pomocg omawianej metody
(Hand, 1981, s. 27; Hadasik, 1998, s. 94). Z tego tez powodu — pomimo niespetnienia
wspomnianych zatozen? — w badaniu wykorzystano liniowg analize dyskryminacyjna.

2 Jedynie w przypadku trzech wskaznikow (KP, ZO oraz KW) dla spotek zdrowych oraz jednego
wskaznika (WBP) dla spotek, wobec ktorych ogloszono upadtos¢, spelnione jest zatozenie o ich rozkta-
dzie normalnym. Tylko w przypadku trzech wskaznikow sprawno$ci dziatania (RN, RZ oraz Rakt) nie
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4. EMPIRYCZNA ANALIZA POROWNAWCZA WYBRANYCH METOD
SZACOWANIA BLEDU PREDYKCJI KLASYFIKATORA

Celem badania empirycznego jest porownanie réznych metod szacowania praw-
dziwego bledu predykcji. Przeprowadzona analiza sktada si¢ z M iteracji. W kazdym
powtorzeniu m (m =1, 2, ..., M) nastepuje, sposrod przedstawionej grupy 180 spotek
akcyjnych, losowanie stratyfikowanej® podproby, sktadajacej sie z n obiektow. Kazda
z nich pelni w badaniu dwojaka role. Po pierwsze, na jej podstawie zostaja osza-
cowane, zgodnie z przedstawionymi wczesniej metodami, estymatory prawdziwego
btedu predykcji E7r. Po drugie, traktujac kazda z wylosowanych podpréb jako probe
uczaca, a pozostate 180 — n obiektéw jako duza, niezalezng probe testowa, oszacowano
warto$¢ prawdziwego btedu predykcji Err (zgodnie z wzorem (2)). W celu porow-
nania réznych metod szacowania wykorzystano trzy nast¢pujgce miary: odchylenie
standardowe (SD) zmiennej ETr oraz obciazenie (Bias) i btad $redniokwadratowy
(MSE) zmiennej Err — Err (wzory 16-18).

1 & A —\2
SD = i Z (Errnlm — Errn) , (16)
m=1
L &
Bias = i Z (Ertym — Errym), 17)
m=1
M
1 — 2
MSE = Z (Evtm — Ertiym)’ (18)
m=1

W przypadku kazdej metody szacowania prawdziwego bledu predykcji, proces
uczenia poprzedzony byt kazdorazowo selekcja zmiennych do modelu. Inne podejscie,
polegajace na tylko jednorazowym wyborze zmiennych do modelu, skutkowatoby
obcigzonym estymatorem prawdziwego btedu predykcji (Simon i inni, 2003; Jiang,
Simon, 2007).

W celu przeprowadzenia badania empirycznego przyjeto nastepujace zalozenia:
— liczba iteracji M réwna jest 1000,

— liczba obiektow losowanych do podprob w kolejnych iteracjach n = 60, n = 90,

n =120,

ma podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej mowiacej o tym, iz populacje, z ktorych pochodza obiekty
majg jednakowa wariancje.

3 Kazda wylosowana podproba charakteryzuje sie taka samg proporcja spotek, ktore ogtosity upa-
dlos¢ i spotek zdrowych, jak miato to miejsce w oryginalnej probie 180 spotek, czyli 1:1.
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— dla prostej metody pod21a¥u przyjeto proporcje p podzialu proby na uczaca oraz

testowa p = »P=3P=

— dla k-krotnej wahdacy krzyzowej przyjeto k=n, k=3, k=>5.

— dla powtarzanej k-krotnej walidacji krzyzowej oraz powtarzanej prostej metody
podzialu przyjeto liczbe powtdrzen réwna 10,

— dla metod wielokrotnego reprébkowania przyjeto liczebnos¢ losowanych prob typu
bootstrap B = 50.
Liste badanych estymatorow btedu predykeji przedstawiono w tabeli 2.

Tabela 2.
Estymatory btedu predykcji porownywane w badaniu
Oznaczenie :
Metoda szacowania
estymatora
RS metoda resubstytucji — proba testowa odpowiada probie uczacej

Split 1/5 | metoda prosta podziatu (proba testowa — 1/5 catej proby)

Split 1/3 | metoda prosta podziatu (proba testowa — 1/3 catej proby)

Split 1/2 | metoda prosta podziatu (proba testowa — 1/2 catej proby)

CV3 walidacja krzyzowa — podziat proby na 3 czesci

CV5 walidacja krzyzowa — podziat proby na 5 czgsci

CV3 r10 |powtarzana walidacja krzyzowa — podzial proby na 3 czesci, 10 powtorzen

CV5 r10 |powtarzana walidacja krzyzowa — podziat proby na 5 czgsci, 10 powtorzen

LOOCV | walidacja krzyzowa typu ,,pozostaw jedna poza”

0,632 wielokrotne reprobkowanie, estymator 0,632, liczba losowanych prob typu bootstrap B = 50

0,632+ | wielokrotne reprobkowanie, estymator 0,632+, liczba losowanych préb typu bootstrap B = 50

rSplit powtarzana 50-krotna prosta metoda podziatu (proba testowa — 1/5 calej proby)

Zrédto: opracowanie wiasne.

Do konstrukeji modelu klasyfikacyjnego (klasyfikatora) wykorzystano, jak wspo-
mniano wczesniej, liniowg analiz¢ dyskryminacyjng. W celu unikni¢cia skorelowania
zmiennych opisujgcych obiekty przyjeto, iz kazdorazowo przed procesem uczenia
usuwane sg te zmienne, ktore sa silnie skorelowane z pozostatymi (wspotczynnik
korelacji Pearsona wyzszy od 0,90)*. Dodatkowo w celu wyselekcjonowania tych
wskaznikéw finansowych, ktore charakteryzuja sie najwyzsza zdolnoscia dyskrymi-
nacyjng w badaniu wykorzystano 3 statystyczne metody wyboru zmiennych:

4 W przypadku gdy dwie zmienne s3 silnie skorelowane z dalszej analizy usuwana jest ta z nich,
dla ktorej $rednia z wartosci bezwzglednych wspotczynnikow korelacji miedzy ta zmienng z pozostatymi
jest wyzsza.
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— wybor 4 zmiennych, ktorych warto$¢ bezwzgledna statystyki z-studenta dla testu
poréwnujacego $rednig warto§¢ zmiennej dla badanych grup jest najwyzsza (metoda
oznaczona dalej jako t4zmienne),

— metoda krokowa w przdd, przyjeto poziom istotnosci dla wartosci statystyki F rowny
0,1 (krokowa),

— dobdr zmiennych silnie skorelowanych ze zmienna grupujaca — wspotczynnik kore-
lacji Pearsona jest statystycznie istotny przy poziomie o = 0,05 (korelacja).
Cato$¢ obliczen zostata wykonana z wykorzystaniem $rodowiska statystycznego R.
W tabelach 3-5 przedstawiono charakterystyki tj. odchylenie standardowe (SD),

obcigzenie (Bias) oraz btad $redniokwadratowy (MSE) estymatorow btedu predykeji,

uzyskane dla wymienionych statystycznych metod wyboru zmiennych do modelu.
Analizujac dane zawarte w tabelach mozna zauwazy¢, iz w przypadku estymatora

resubstytucji analizowana zmienna Err — Err, bez wzgledu na liczebnoéé losowanych
w kolejnych iteracjach podprob, zawsze charakteryzuje si¢ ujemnym obcigzeniem.
W przypadku estymatoréw uzyskanych prosta metoda podzialu odchylenie standar-
dowe zmiennej Err jest zdecydowanie wyzsze, od pozostatych poréwnywanych
w badaniu. Zestawiajac te wartosci z bledami predykcji oszacowanymi za pomoca
metod walidacji krzyzowej wyraznie wida¢, iz te drugie charakteryzuja si¢ zar6wno
znacznie mniejszym odchyleniem standardowym, jak i mniejszymi warto§ciami ble-
dow sredniokwadratowych. Bioragc pod uwage obcigzenie analizowanej zmiennej, naj-
lepsze wlasno$ci (wsrod estymatorow szacowanych metodg jednokrotnej walidacji
krzyzowej) posiada estymator CVS5.

Tabela 3.

Analiza poréwnawcza estymatorow biedu predykcji. Metoda wyboru zmiennych do modelu: t4zmienne

n =60 n =90 n =120
Estymator
SD Bias MSE SD Bias MSE SD Bias MSE
RS 0,0600 | -0,0317 | 0,0046 | 0,0549 | -0,0232 | 0,0036 | 0,0581 | -0,0189 | 0,0037

Split 1/5 | 0,1283 | -0,0041 | 0,0165 | 0,1098 | -0,0047 | 0,0121 | 0,0981 | -0,0010 | 0,0096
Split 1/3 | 0,1036 | -0,0073 | 0,0108 | 0,0868 | -0,0048 | 0,0076 | 0,0852 | -0,0066 | 0,0073
Split 1/2 | 0,0918 | -0,0189 | 0,0088 | 0,0825 | -0,0140 | 0,0070 | 0,0803 | -0,0119 | 0,0066
CVv3 0,0702 | -0,0082 | 0,0050 | 0,0632 | -0,0066 | 0,0040 | 0,0639 | -0,0074 | 0,0041
CVs5 0,0671 | -0,0036 | 0,0045 | 0,0607 | -0,0042 | 0,0037 | 0,0630 | -0,0037 | 0,0040
CV3rlo 0,0625 | -0,0087 | 0,0040 | 0,0570 | -0,0072 | 0,0033 | 0,0610 | -0,0063 | 0,0038
CVsrl0 0,0621 | -0,0046 | 0,0039 | 0,0569 | -0,0041 | 0,0033 | 0,0606 | -0,0028 | 0,0037
LOOCV | 0,0724 | -0,0163 | 0,0055 | 0,0601 | -0,0111 | 0,0037 | 0,0625 | -0,0072 | 0,0040
0,632 0,0592 | -0,0021 | 0,0035 | 0,0548 | -0,0004 | 0,0030 | 0,0594 | -0,0019 | 0,0035
0,632+ 0,0598 | -0,0003 | 0,0035 | 0,0551 | -0,0011 | 0,0030 | 0,0591 | -0,0008 | 0,0035
rSplit 0,0645 | -0,0053 | 0,0042 | 0,0575 | -0,0044 | 0,0033 | 0,0617 | -0,0027 | 0,0038

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Tabela 4.
Analiza porownawcza estymatoréw bledu predykcji. Metoda wyboru zmiennych do modelu: krokowa
n =60 n =90 n =120
Estymator
SD Bias MSE SD Bias MSE SD Bias MSE
RS 0,0615 | -0,0494 | 0,0062 | 0,0573 | -0,0399 | 0,0049 | 0,0605 | -0,0376 | 0,0051
Split 1/5 0,1314 | -0,0083 | 0,0173 | 0,1097 | -0,0061 | 0,0121 | 0,1008 | -0,0001 | 0,0102
Split 1/3 0,1074 | -0,0181 | 0,0119 | 0,0888 | -0,0077 | 0,0079 | 0,0831 | -0,0042 | 0,0069
Split 1/2 0,0953 | -0,0246 | 0,0097 | 0,0813 | -0,0182 | 0,0069 | 0,0794 | -0,0090 | 0,0064
CV3 0,0716 | -0,0129 | 0,0053 | 0,0647 | -0,0081 | 0,0043 | 0,0652 | -0,0020 | 0,0043
CV5 0,0683 | -0,0082 | 0,0047 | 0,0633 | -0,0052 | 0,0040 | 0,0649 | -0,0006 | 0,0042
CV3rlo 0,0590 | -0,0132 | 0,0036 | 0,0557 | -0,0083 | 0,0032 | 0,0610 | -0,0033 | 0,0037
CV5r10 0,0607 | -0,0080 | 0,0038 | 0,0562 | -0,0047 | 0,0032 | 0,0611 | -0,0012 | 0,0037
LOOCV 0,0743 | -0,0221 | 0,0060 | 0,0680 | -0,0160 | 0,0049 | 0,0679 | -0,0097 | 0,0047
0,632 0,0581 | -0,0006 | 0,0034 | 0,0551 | -0,0019 | 0,0030 | 0,0600 | -0,0060 | 0,0036
0,632+ 0,0587 | -0,0047 | 0,0035 | 0,0554 | -0,0013 | 0,0031 | 0,0603 | -0,0008 | 0,0036
rSplit 0,0614 | -0,0083 | 0,0038 | 0,0570 | -0,0052 | 0,0033 | 0,0621 | -0,0017 | 0,0039
Zrodto: opracowanie wihasne.
Tabela 5.
Analiza porownawcza estymatoréw bledu predykcji. Metoda wyboru zmiennych do modelu: korelacja
n =60 n =90 n =120
Estymator
SD Bias MSE SD Bias MSE SD Bias MSE
RS 0,0631 | -0,0730 | 0,0093 | 0,0558 | -0,0532 | 0,0060 | 0,0609 | -0,0431 | 0,0056
Split 1/5 0,1333 | -0,0110 | 0,0179 | 0,1063 | -0,0065 | 0,0114 | 0,1017 | -0,0057 | 0,0104
Split 1/3 0,1065 | -0,0099 | 0,0114 | 0,0884 | -0,0108 | 0,0079 | 0,0850 | -0,0084 | 0,0073
Split 1/2 0,1011 | -0,0229 | 0,0108 | 0,0815 | -0,0232 | 0,0072 | 0,0801 | -0,0174 | 0,0067
CV3 0,0705 | -0,0136 | 0,0052 | 0,0649 | -0,0119 | 0,0044 | 0,0657 | -0,0100 | 0,0044
CV5 0,0730 | -0,0077 | 0,0054 | 0,0601 | -0,0056 | 0,0036 | 0,0642 | -0,0057 | 0,0042
CV3rl0 0,0620 | -0,0144 | 0,0041 | 0,0564 | -0,0118 | 0,0033 | 0,0618 | -0,0095 | 0,0039
CV5r10 0,0630 | -0,0073 | 0,0040 | 0,0563 | -0,0063 | 0,0032 | 0,0618 | -0,0052 | 0,0038
LoocCv | 0,0727 | -0,0185 | 0,0056 | 0,0620 | -0,0126 | 0,0040 | 0,0649 | -0,0117 | 0,0044
0,632 0,0599 | -0,0070 | 0,0036 | 0,0538 | -0,0045 | 0,0029 | 0,0603 | -0,0046 | 0,0037
0,632+ 0,0611 | -0,0021 | 0,0037 | 0,0543 | -0,0005 | 0,0029 | 0,0606 | -0,0015 | 0,0037
rSplit 0,0647 | -0,0085 | 0,0043 | 0,0566 | -0,0069 | 0,0033 | 0,0620 | -0,0051 | 0,0039

Zrodto: opracowanie wilasne.
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Prezentujac teoretyczne podstawy roznych metod szacowania bledu predykcji zwro-
cono uwage na to, iz bledy predykcji estymowane metodami (jednokrotnej) walidacji
krzyzowej ,,narazone s3” na dodatkowa zmienno$¢, okreslang mianem wewngtrznej.
Przedstawionym sposobem jej redukcji byto wielokrotne powtorzenie procesu szacowa-
nia btedu predykcji — powtarzana k-krotna walidacja krzyzowa. Weryfikujac skutecznos¢
takiego postepowania, nalezy porownaé charakterystyki estymatorow CV3 oraz CV5
z ich odpowiednikami, uwzgledniajagcymi 10-krotne powtarzanie procesu szacowania
btedu: CV3r10 oraz CV5r10. Analizujac wyniki zawarte w tabelach mozna stwierdzi¢, iz
uwzglednienie powtdrzen w procesie szacowania bledu predykcji w kazdym przypadku
redukuje, zgodnie z oczekiwaniami, zmienno$¢ wynikow uzyskanych z wykorzystaniem
badanych estymatoréw. Ma to swoje odzwierciedlenie w zmniejszonych wartosciach
btedu sredniokwadratowego. Na tej podstawie mozna wyciagna¢ wniosek, iz wiekszy
koszt obliczeniowy, zwigzany z 10-krotnym powtarzaniem procesu szacowania btedu
predykcji, pozwala osiggna¢ korzystniejsze wiasnosci uzyskanych estymatorow.

Analiza danych zawartych w tabelach 3-5 pozwala stwierdzi¢, iz niezaleznie
od przyjetej metody wyboru zmiennych do modelu oraz wielkosci wylosowane;j
podproby, wartosci odchylenia standardowego oraz btedu sredniokwadratowego sa
najnizsze w przypadku estymatoréw uzyskanych metodami wielokrotnego reprob-
kowania (oznaczone jako 0,632 oraz 0,632+). Obcigzenie analizowanej zmiennej,
w przypadku estymatora 0,632 (wzér 8) jest zawsze najnizsze, jednak bardzo czesto
ujemne. Potwierdzono tym samym, o czym wspomniano w pierwszym podrozdziale,
iz estymator wielokrotnego reprobkowania 0,632 (wzor 8) niedoszacowuje wartos$ci
btedu predykeji.

5. PODSUMOWANIE I WNIOSKI

Celem niniejszego artykutu byty przeglad oraz empiryczna analiza poréwnawcza
wybranych metod szacowania btedu predykc;ji klasyfikatora, skonstruowanego z wyko-
rzystaniem liniowej analizy dyskryminacyjnej. Badanie empiryczne zostalo przeprowa-
dzone na przyktadzie problemu prognozowania upadtosci spotek akcyjnych w Polsce.

W przeprowadzonej analizie zbadano wtasnosci statystyczne 12 estymatoroOw praw-
dziwego btedu predykeji klasyfikatora (ang. true error rate). Podsumowujac wyniki
przeprowadzonego badania sformulowa¢ mozna nastepujace wnioski, dotyczace metod
szacowania btedu predykcji klasyfikatora:

— Estymator resubstytucji ma znaczacg tendencj¢ do niedoszacowywania wartosci
prawdziwego bledu predykcji. Uzyskane za jego pomoca wyniki sg nadmiernie
optymistyczne.

— Estymatory uzyskane za pomocg prostych metod podziatu charakteryzuja si¢ naj-
wyzsza zmiennoscia sposrod wszystkich poddanych analizie.

— Uwzglednienie powtorzen w metodach walidacji krzyzowej poprawia jako$¢ uzy-
skanych za ich pomocg estymatorow. Zwigzane jest to jednak z wyzszym kosztem
obliczeniowym.
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— Estymatory 0,632 szacowane metodg wielokrotnego reprobkowania charakteryzuja
si¢ w wigkszos$ci przypadkoéw ujemnym obcigzeniem, co oznacza, ze niedoszacowuja
one wartosci prawdziwego bledu predykcji.

— Metoda wyboru zmiennych do modelu oraz liczebnos¢ losowanych podprob n nie
wplywa na wnioski, jakie mozna sformutowaé na podstawie analizy poréwnawczej
badanych estymatorow.

Podsumowujac, uzyskane wyniki §wiadcza o tym, iz estymator prawdziwego bledu
predykcji 0,632+ charakteryzuje si¢ najbardziej pozadanymi wlasno$ciami w przy-
padku prognozowania upadtosci spoétek akcyjnych w Polsce.

Szacowanie btedu predykcji jest kluczowym etapem konstrukcji kazdego klasy-
fikatora. Z tego tez powodu, nalezy kontynuowaé przedstawiony kierunek badan.
W badaniu wykorzystano wybrane estymatory punktowe. W ostatnich latach w litera-
turze podkresla sie, iz uzyskane w ten sposob wyniki, szczegdlnie w przypadku mato-
licznych prob badawczych, moga by¢ niewiarygodne. Z tego tez powodu wskazuje sig,
iz lepszym, cho¢ tez nie idealnym, rozwigzaniem moze by¢ okreslanie przedzialow
ufnosci dla szacowanych bledoéw predykceji klasyfikatora (Hanczar, Dougherty, 2013).

LITERATURA

Braga-Neto U. M., Dougherty E. R., (2004), Is Cross-validation for Small-sample Microarray Classification?,
Bioinformatics, 20 (3), 374-380.

Efron B., (1983), Estimating the Error Rate of a Prediction Rule: Improvement on Cross-Validation, Journal
of the American Statistical Association, 78 (382), 316-331.

Efron B., Tibshirani R. J., (1997), Improvements on Cross-Validation: The .632+ Bootstrap Method, Journal
of the American Statistical Association, 92 (438), 548-560.

Gatnar E., (2001), Nieparametryczna metoda dyskryminacji i regresji, Wydawnictwo Naukowe PWN,
Warszawa.

Gatnar E., (2008), Podejscie wielomodelowe w zagadnieniach dyskryminacji i regresji, Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa.

Geisser S., (1975), The Predictive Sample Reuse Method With Applications, Journal of the American
Statistical Association, 70, 320-328.

Hadasik D., (1998), Upadtos¢ przedsigbiorstw w Polsce i metody jej prognozowania, Zeszyty naukowe —
seria I, Prace habilitacyjne, Zeszyt 153, Akademia Ekonomiczna w Poznaniu, Poznan.

Hanczar B., Dougherty E. R., (2013), The Reliability of Estimated Confidence Intervals for Classification
Error Rates When Only a Single Sample is Available, Pattern Recognition, 46, 1067-1077.

Hand D. J., (1981), Discrimination and Classification, John Wiley & Sons, Chichester.

Isaksson A., Wallman M., Goransson H., Gustafsson M. G., (2008), Cross-Validation and Bootstrapping
are Unreliable in Small Sample Classification, Pattern Recognition, 29, 1960-1965.

Jiang W., Simon R., (2007), A Comparison of Bootstrap Methods and an Adjusted Bootstrap Approach
for Estimating Prediction Error in Microarray Classification, Statistics in Medicine, 26, 5320-5334.

Kim J. H., (2009), Estimating Classification Error Rate: Repeated Cross-Validation, Repeated Hold-Out
and Bootstrap, Computational Statistics and Data Analysis, 53, 3735-3745.

Lachenbruch P. A., Mickey M. R., (1968), Estimation of Error Rates in Discriminant Analysis, Technometrics,
10, 1-11.

McLachlan G. J., (1992), Discriminant Analysis and Statistical Pattern Recognition, John Wiley & Sons, Inc.



Analiza porownawcza wybranych metod szacowania bledu predykcji klasyfikatora 463

Molinaro A. M., Simon R., Pfeiffer R. M., (2005), Prediction Error Estimation: A Comparison of Resampling
Methods, Bioinformatics, 21, 3301-3307.

Ripley B. D., (1996), Pattern Recognition and Neural Networks, Cambrige University Press.

Simon R., Radmacher M. D., Dobbin K., McShane L. M., (2003), Pitfalls in the Use of DNA Microarray
Data for Diagnostic and Prognostic Classification, Journal of the National Cancer Institute, 95 (1),
14-18.

Wehberg S., Schumacher M., (2004), A Comparison of Nonparametric Error Rate Estimation Methods in
Classification Problems, Biometrical Journal, 46, 35-47.

ANALIZA POROWNAWCZA WYBRANYCH METOD
SZACOWANIA BLEDU PREDYKCJI KLASYFIKATORA

Streszczenie

Klasyfikacja nazywamy algorytm postgpowania, ktory przydziela badane obserwacje/obiekty, bazujac
na ich cechach do okreslonych populacji. W tym celu konstruowany jest odpowiedni model — klasy-
fikator. Miara jego jakosci jest przede wszystkim zdolno$¢ predykcyjna, mierzona m.in. za pomoca
prawdziwego btedu predykcji. Wartos¢ tego bledu, ze wzgledu na brak odpowiednio duzej, niezaleznej
proby testowej, musi by¢ czgsto szacowana na podstawie dostgpnej proby uczace;.

Celem artykutu jest dokonanie przegladu oraz empirycznej analizy poréwnawczej wybranych metod
szacowania bledu predykcji klasyfikatora, skonstruowanego z wykorzystaniem liniowej analizy dys-
kryminacyjnej. Zbadano, czy wyniki analizy uzaleznione sa od wielkosci proby oraz metody wyboru
zmiennych do modelu. Badanie empiryczne zostato przeprowadzone na przyktadzie problemu progno-
zowania upadtosci spotek akcyjnych w Polsce.

Stowa kluczowe: blad predykcji, walidacja krzyzowa, prosta metoda podziatu, wielokrotne reprob-
kowanie, upadtos¢ przedsigbiorstw, klasyfikacja

COMPARATIVE ANALYSIS OF SELECTED METHODS
FOR ESTIMATING THE PREDICTION ERROR OF CLASSIFIER

Abstract

Classification is an algorithm, which assigns studied companies, taking into consideration their
attributes, to specific population. An essential part of it is classifier. Its measure of quality is especially
predictability, measured by true error rate. The value of this error, due to lack of sufficiently large and
independent test set, must be estimated on the basis of available learning set.

The aim of this article is to make a review and compare selected methods for estimating the pre-
diction error of classifier, constructed with linear discriminant analysis. It was examined if the results
of the analysis depends on the sample size and the method of selecting variables for a model. Empirical
research was made on example of problem of bankruptcy prediction of join-stock companies in Poland.
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